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式論から来ているのではあるが、 実際上、 この理論は、 動機とは全く
独立に、 それ独自の面白さから研究されたものである。 よってこれは
整数論でも保型形式論でもなく、全く新しい多変数特殊多項式系の理




研究集会では、 この理論に関するザギエとの共著論文 Higher Spher-
ical Polynomials [8] の内容を大雑把に紹介した。 この論文はすでに完















次のような問題を説明した。 ウェイト $k$ の 3次ジーゲル保型形式 $F(Z)$
があるとする。 これに対する何らかの (正則な) 微分作用素 $\mathbb{D}$ を考え
る。 $\mathbb{D}(F)$ を対角成分に制限したときに、 つまり
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を考えた時に、 これが各 $z_{ii}$ について、 みな適当なウェイトの保型形
式になっているのはどのような場合か？このような $\mathbb{D}$ を具体的に構成
せよ。
当時 S. Kudla たちは、 modular curve $C$ に対して、 $C\cross C\cross C$ (複
素次元は 3だが、数論的次元は 4) の中間次元サイクルの算術交点理論
について、 Gross Zagier の理論の類似のようなことができるのではな
いか、 これは 3重積 $L$ 関数と関係があるのではないか、 という問題を
考えており、微分作用素の話がこれに応用できるのではないかという
ことで Zagier が微分作用素の部分を考えたとのことである。 当時、 ザ
ギエは元のウェイト $k=2$ の場合については結果を持っていた。 そこ
では、微分作用素を各変数の微分の多項式として書くとき、その多項式
を $(g_{1}, g_{2}, g_{3})\in SL_{2}\cross SL_{2}\cross SL_{2}$ の多項式で、 $SL_{2}\subset SL_{2}\cross SL_{2}\cross SL_{2}$
(対角埋め込み) で不変で、 かつ適当な条件を満たすものの中で考え
るという発想によるもので、 各 $z_{ii}(i=1,2,3)$ に関するウェイトは
$(2+\nu_{2}+v_{3},2+v_{3}+\nu_{1},2+\nu_{1}+v_{2})$ (ただし $\nu_{i}$ は非負整数) の形
になる、 またこのときの具体的な微分作用素の形も $X_{1}^{\nu_{1}}X_{2}^{\nu_{2}}X_{3}^{\nu}3$ に関
する母関数で与えられるというものであった。実は $SL_{2}$ の $a_{i}$ 次の対
称テンソル表現 $\rho_{a_{1}},$ $\rho_{a2},$ $\rho_{a3}$ のテンソル $\rho_{a_{1}}\otimes\rho_{a2}\otimes\rho_{a}3$ の既約分解が
$SL_{2}$ の単位表現を含む条件は、 ある整数 $\nu_{i}\geq 0$ があって $a_{1}=v_{2}+\nu_{3},$










のヤコービ形式の本 $[3|$ によれば 1次のウェイト $k$ インデックス $m$ のヤ
コービ形式 $\phi(\tau, z)$ に対して、 微分作用素 $\mathbb{D}_{\nu,m}$ で $(\mathbb{D}_{\nu,m}\phi)(\tau, 0)$ がウエ
イト $k+2\nu$ の楕円保型形式になるものが各 $v$ に対して与えられている。
これは見かけ上ヤコービ形式への作用だが、容易にインデックス $m$ に
よらない 2次ジーゲル保型形式上の作用素 $\mathbb{D}_{\nu}$ に置き換えることがで
き、 ウェイト $k$ の 2次ジーゲル保型形式 $F$ に対し、 $(\mathbb{D}_{\nu}F)(\begin{array}{ll}z_{l1} 00 z_{22}\end{array})$
は $z_{11},$ $z_{22}$ について、 それぞれウェイトが $k+2v$ の保型形式になるよ
うにできる。 この $\mathbb{D}_{\nu}$ は定係数正則斉次線形偏微分作用素であり、従っ
て $\frac{\partial}{\partial z_{ij}}(1\leq i\leq i\leq 2)$ の斉次多項式と考えることもでき、 実はこの
多項式は本質的に古典的な Gegenbauer多項式 (の斉次化) になって
いる。 Gegenbauer 多項式は、古典的によく知られているように $SO(d)$)
の球表現 (つまり $SO(d-1)$ 不変なベクトルを持つ、 いわゆるクラス
1表現) の帯球関数と関係がある (今の場合 $d=2k$ である。) このあ




て眺めていた結果、 ようやく、 これは球面 $S^{d-1}$ 上の関数とも思える
が、 $S^{d-1}\cross S^{d-1}$ 上の関数で $SO(d)$ の対角作用で不変な関数とも思え
るのだということに気が付いた。 あるいは、 $\mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{d}$ 上のそれぞれの
成分について調和な多項式で $O(d)$ の対角作用で不変なものと言って




ことが多かった。) となれば、 一般は $S^{d-1}$ をたくさんかけて $O(d)$ の
対角作用で不変なものを取ればよいのではないかという話になる。 元
の問題に戻って考えれば、 $n$ 次ジーゲル上半空間 $H_{n}$ 上の正則関数に
作用する定数係数線形正則微分作用素 $\mathbb{D}$ は、 当然、 $n\cross n$ の対称行列
$T$ の成分に関する多項式 $P(T)$ と、 座標変数 $Z=(z_{ij})\in H_{n}(H_{n}$ は $n$
次ジーゲル上半空間) を用いて
$\mathbb{D}=P(\frac{1+\delta_{ij}}{2}\frac{\partial}{\partial z_{ij}})$
と書ける。 $H_{n}$ 上の正則関数 $F$ でフーリエ展開 $F(Z)= \sum_{T}a(T)$ exp(Tr(TZ))
を持つもの (たとえば保型形式) への $\mathbb{D}$ の作用は
$( \mathbb{D}F)(Z)=\sum_{T}a(T)P(T)\exp(Tr(TZ))$
と各係数に $P(T)$ をかけただけの式になる。 たとえば元の保型形式が
$F(Z)= \sum_{X\in M_{d,n}(\mathbb{Z})}\exp(tXXZ)$ の形のテータ関数であるとしよう。 (離
散群が何かは、 とりあえずどうでもよい。) これを上の $\mathbb{D}$ で微分した
のち、 $Z\in H_{n}$ を勝手な対角ブロック
$Z_{0}=(\begin{array}{llll}Z_{1l} 0 \cdots 00 Z_{22} 0 \vdots\vdots 0 . 00 \cdots \cdots Z_{rr}\end{array}),$ $(Z_{ii} \in H_{n_{i}}, \sum_{i=1}^{r}n_{i}=n)$ ,
に制限すると、 $X=(X_{1}, \ldots, X_{r})$ , $X_{i}\in M_{d,n_{i}}$ と書くとき
$( \mathbb{D}F)(Z_{0})=\sum_{X=(X_{1},\ldots,X_{r})\in M_{d,n}(\mathbb{Z})}P(\begin{array}{llll}tX_{1}X_{1} tX_{1}X_{2} \cdots tX_{1}X_{r}tX_{2}X_{1} tX_{2}X_{2} \cdots \vdots\vdots \cdots \ddots \vdotst X_{r}X_{1} tX_{r}X_{r}\end{array})$
$\cross\exp(Tr(tX_{1}X_{1}Z_{11}))\cross\cdots\cross\exp(Tr(tX_{r}X_{r}Z_{rr}))$
となる。Andrianov等によってよく知られているように、これは $P(tXX)$
が各 $X_{i}$ について pluri-harmonic であるときには、 すなわち、 $X_{i}=$
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$(x_{\nu j}^{(i)})$ と書くとき、 各 $i=1,\ldots,r$ と $(j, l)(1\leq j, l\leq n_{i})$ について
$\sum_{\nu=1}^{d}\frac{\partial^{2}P}{\partial x_{\nu j}^{(i)}\partial x_{\nu l}^{(i)}}=0$
となるときには、各 $Z_{ii}$ について、適当なウェイトのジーゲル保型形式
になる。 (ウェイトは $P$ の瓦 $arrow A_{i}X_{i}(A_{i}\in GL_{n_{i}})$ での振る舞いで決ま




は、 元のウェイト $k$ の保型因子による $Sp(n, \mathbb{R})$ の作用と、 $Sp(n, \mathbb{R})$ の
部分群 $Sp(n_{1}, \mathbb{R})\cross\cdots\cross Sp(n_{r}, \mathbb{R})$ の適当な保型因子で決まる作用とに
ついて交換可能な作用素になっており、つまりは holomorphic discrete
series の、 部分群の表現への制限の既約分解成分への twisting operator
を与えていると言ってもよい。 これは純粋に実リー群の話であって、離
散群とは何の関係もない。 またこれは行き先がベクトル値の保型形式





式の構成や、 ジーゲル保型形式の標準 $L$ 関数の特殊値の計算などに威
力を発揮するというように、 多数応用がある。 (もっと一般化すれば、
有界対称領域の組 $\Delta\subset D$ で $Aut(\triangle)$ から $Aut(D)$ への自然な埋め込
みが有るものについても、 同じ問題を考えることができる。)
さて、 以上の理論では、最初の動機の都合上、微分作用素 $\mathbb{D}$ が登場
したが、 むしろ $\mathbb{D}$ を与える多項式 $P$ の一般論を考えるという立場に
立てば、 $P$ の特徴づけを書いた時点で $\mathbb{D}$ の話は完全に忘れさることが
できる。 そして、 ここに新しい特殊多項式系の理論が登場することに
なる (たとえば [6] などもそうである)。我々の場合、 つまり (最初の
$n=3$ の場合より少し一般化して) $H_{n}$ を対角成分 $H_{1}\cross\cdots\cross H_{1}$ に制
限する場合に適用すると次のようになる。
正の整数 $d$ と $n\geq 2$ および非負整数の組 $a=$ $(a_{1}, \ldots , a_{n})$ を固定せ
よ。 また $x_{i}(i=1, \ldots, n)$ を $d$ 次のベクトルとする。 このとき、 次の
$x_{i}$ の多項式 $\tilde{P}$ の空間 $\tilde{\mathcal{P}}_{a}(d)$ と考察したい。
(1) $\tilde{P}(c_{1}x_{1}, \ldots, c_{m}x_{n})=c_{1}^{a_{1}}\cdots c_{n}^{a_{n}}\tilde{P}(x_{1)}\ldots, x_{n})$ .
(2) $\tilde{P}$ は各銑それぞれについて調和多項式である。
(3) 任意の $g\in O(d)$ に対して、 $\tilde{P}(gx_{1}, \ldots, gx_{n})=\tilde{P}(x_{1}, \ldots, x_{n})$ で
ある。
条件 (1) は各変数 $x_{i}$ について斉次であることを意味している。 (こ
こで $a=(a_{1}, \ldots, a_{n})$ を多重次数と呼ぶ。) (1) (2) によれば、 そもそも
このような多項式は調和多項式の積の空間に属するが、 斉次調和多項
式の空間は $SO(d)$ の球表現の表現空間である。 また (3) の条件はその







また一般の $n$ では次元は 1より大きい。) また古典的な不変式論によ
り、 $d\geq n$ ならば、 このような多項式は内積 $(x_{i}, x_{j})$ の多項式でもある
こともわかる。 そこで $d\geq n$ の条件下では $\overline{P}(x_{1}, \ldots, x_{n})=P((t_{ij}))$ ,
$t_{ij}=(x_{i}, x_{j})$ となるような多項式 $P$ が一意的に定まる。 ここで
$\mathbb{D}=P((\frac{1+\delta_{ij}}{2}\frac{\partial}{\partial z_{ij}})_{1\leq i,j\leq n})$
とおけば、 これが求める微分作用素である。 もとのジーゲル保型形式の
ウエイトが $k$ ならば $d=2k$ ととり、 $\mathbb{D}(F)$ を対角行列に制限した時の各
対角成分に対するウェイトのなすベクトルは $(k+a_{1}, k+a_{2}, \ldots, k+a_{n})$
になるのである。
特に $n=3$ ならば、 この重複度は maxiai $\leq(a_{1}+a_{2}+a_{3})/2$ ならば
1でありそうでなければ $0$ であることが容易にわかる。 よってこの条
件を満たす砺をいろいろ動かして、当該の多項式全体を考えると、各
次元が 1なので、 このような多項式全体の母関数が容易にわかりそう






数を一つ求めた。 さらに Gegenbauer 微分方程式の時にならって、動
径部分をとるなどの操作で Laplacianの条件を非斉次形で書くことに
より、 3変数の微分方程式が得られて、 これは rank 8の holonomy 系
になる。 こういったことは 1990年ごろには既にわかっていた。
3. 一般論の展開 (1)
さて、 以上の定式化では $d$ は整数である。 しかし、 そもそも $\tilde{P}$ を
銑の言葉で書くよりは、最初から砺の多項式 $P(T)$ の理論と考える
方がすっきりしているとの観点から、理論を書き直すことにした。 実
際には、 $x_{i}$ に関して調和という条件を、 Laplacian の変数変換で $t_{ij}$ に
関する微分方程式の条件に置き換えで、 $x_{i}$ は忘れてしまうという方針
をとることになった。 こうすると $d$ は任意の複素数で良いことになる。
まず、 $T=tT=(t_{ij})\in M_{n}$ (記号上 $t_{ij}=$ 砺としている) について、
$\partial_{ij}=\partial_{ji}=(1+\delta_{ij})\frac{\partial}{\partial t_{ij}}$ とおく。 $x_{i}$ 上の Laplacian を $t_{ij}$ に書き換える
と、 次を得る。
$D_{ii}=d \partial_{i}+\sum_{j,k=1}^{n}t_{jk}\partial_{ij}\partial_{ik}. (i=1, \ldots, n)$ .
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これから、 任意の $d\in \mathbb{C}$ に対して $r_{a}$ 次の球多項式」 $P(T)$ の新しい
定義は次で与えられる。
$\mathcal{P}_{a}(d)=\{P(T);P(\lambda T\lambda)=\lambda_{1}^{a_{1}}\cdots\lambda_{n}^{a_{n}}P(T), D_{ii}P(T)=0\}$
ここで $\lambda$ は $\lambda_{i}$ を対角成分とする $n$ 次対角行列、 $P$ は $t_{ij}$ に関する多





は、 調和多項式とノルム $x_{1}^{2}+\cdots+x_{d}^{2}$ のべきの積の直和で書ける。 こ
れと同様のことが $\mathcal{P}_{a}(d)$ を調和多項式の空間のかわりにとれば成り立
つ。 ここでノルムの積の代わりに $t_{ii}(i=1, \ldots, n)$ のべきの積をとる。
(2) $\dim \mathcal{P}_{a}(d)$ は、 非常に例外的な $d$ (非負整数のある集合) を除
き、 $d$ によらず $a$ のみによって決まる。 このような generic な $d$ に対
して、 特に $n=2$ ならば $a_{1}=a_{2}$ の時のみ 1次元、 それ以外は $0$ 次元
である。 $n=3$ ならば、 $a_{1}=\nu_{2}+v_{3},$ $a_{2}=\nu_{3}+\nu_{1},$ $a_{3}=\nu_{1}+\nu_{2}$ となる
非負整数 $\nu_{1},$ $\nu_{2},$ $\nu_{3}$ が存在するときに限り、 1次元、 他は $0$ 次元であ
る。 $n\geq 4$ ならば $n$ を固定しても次元は $a$ につれて増大する。 より正
確に述べれば、 次元 $\dim \mathcal{P}_{a}(d)$ は実は次の集合の位数と等しい。
$\mathcal{N}_{0}(a)=\{\nu=(\nu_{ij})\in M_{n}(\mathbb{Z}_{\geq 0});\nu_{ij}=\nu_{ji}, \nu_{ii}=0, \nu 1=a\}.$
ここで 1はすべての成分が 1である $n$ 次縦ベクトルを表す。 より正
確に言えば、 $P(T)\in \mathcal{P}_{a}(d)$ からすべての砺 $=0$ として得られる式へ
の写像が単射なのである。 こういった定理は $d$ が大きい正の整数なら
ば、 直交群の表現論に持ち込んで証明することもできる。 しかし、





(3) まず $d>n-1$ ならば $T$ の多項式全体に自然な内積を定義する
ことができる。 これはもともとの $P(T)$ の出自が球面の積の上の関数
であったことを思えば、 そこから自然にきまる球面上の積分を $T$ の言
葉に置き換えればよいだけである。 このとき、 $\mathcal{P}_{a}(d)$ は $a$ が異なれば
この内積について直交していることもわかる。 この内積は、 一見計算
しにくそうだが、 完全に明示的に計算する方法をこの節で説明してい
る。 さて、 実際には球多項式同士の内積は $d$ の有理関数としてかける
ので、 $d>n-1$ という条件は最終的には必要なくなる。実際 $d$ の有
理関数体上の代数の内積と思えば、 いつでも定義されていることにな
る。 しかし、 実際に $d$ を変数と思うと、 どこで内積が退化しないかと




る。 $t_{ij}$ をかける作用 $F_{ij\backslash }$ 混合オイラー作用素 $E_{ij}= \sum_{l=1}^{n}t_{il}\partial_{jl}$ , 混合
ラプラシアン $D_{ij}=d \partial_{ij}+\sum_{k,l=1}^{n}t_{kl}\partial_{ik}\partial_{jl}$ などである。 これらの作用素
は、 自然に Lie algebra になり、 シンプレクティック群のリー環 $sp(n, \mathbb{R})$
と同型になり、 あとで重要な役割を果たす。 内積に対するこれらの双
対写像も求められる。




ティンワークと呼べなくもない。 しかし、 この節で述べることは、 た
ぶんそういう内容よりは、 より創造的である。
まず $n\leq 3$ ならば、 $\mathcal{P}_{a}(d)$ は高々 1次元なので、 正規化をどうする
かという点を除けば、 基底は一意的に決まっている。 これらは $a$ を動
かすとき、 対角成分が 1の 3次正定値対称行列の空間の新しい直交多
項式系を与えている。 しかし $n\geq 4$ では次元は一般に 1より大きい。







うと、 前節 (2) を見ると $\mathcal{P}_{a}(d)$ の元は、 単項式 $\prod_{i>j}t_{ij}^{\nu_{ij}}$ の線形結合
と 1対 1に対応していることがわかる。 ということは、 $(\nu_{ij})\in \mathcal{N}_{0}(a)$
をひとつ固定するとき、 $t_{ii}=0$ とおけば $\prod_{i<j}t_{ij}^{\nu_{ij}}((\nu_{ij})1=a)$ とな
るような $P_{\nu}^{M}(T)\in \mathcal{P}_{a}(d)$ がただ一つ存在し、 $v\in \mathcal{N}_{0}(a)$ を動かせば
これらは $\mathcal{P}_{a}(d)$ の基底ということになる。 この $P_{\nu}^{M}$ を $r_{multi}\langle$-index"
$\nu=(v_{ij})$ に対応する」monomial basis 呼ぶことにする。 さて、 前に述
べた定理によると、任意の $T$ の多項式は $t_{ii}$ の積と球多項式の積の直和
であるから、 それ自身は調和的ではない単項式 $\prod_{i<j}t_{ij}^{\nu_{ij}}$ から球多項式
の空間への projection (harmonic projection) がある。 この projection
は、 上述の砺を含まない単項式の線形結合からの単射だと言っている
のである。 実はこの projection を本当に具体的な写像として与えるこ
とができる。正確に言えば、任意の球多項式 $P$ に対して、 $t_{ij}P$ からの
projection も記述できる。 ということは、 $v=(\nu_{ij})$ に対する monomial
basis がわかれば、 $v+e_{ij}(e_{ij} は (i, j)$ 成分と $(j, i)$ 成分が 1でそれ以
外がゼロの行列) のmonomial basisもわかるということを意味してい








は、 なんとなく安直な印象もあり、 直ちにこれをもって 「正しい基底」
と考えるのには、 どうもいささか抵抗があった。 そこで考えたのが次
のような別の基底のアイデアである。 今、 前節の (4) の作用素 $D_{ij}$ を
考える。 これの出自は、 もとの $\mathbb{R}^{d}$ の変数に戻って考えると $x_{i}=(x_{i\nu})$ ,
$x_{j}=(x_{j\nu})$ に対する mixed Laplacian
$\sum_{\nu=1}^{d}\frac{\partial^{2}}{\partial x_{i\nu}\partial x_{j\nu}}$
を $T$ の変数に焼き直したものである。 当然すべての $(i, j)$ について
$D_{ij}$ は可換であり、 よって $D_{i}=D_{ii}$ とも可換である。 ということは
作用素とみるとき、 $D_{ij}$ は次数は下げ、 調和性を保存することになる。
よってこれは $\mathcal{P}_{a}(d)$ から $\mathcal{P}_{a-e_{i}-e_{j}}(d)$ への写像を与えている。 (ei は $i$
項が 1で他が $0$ のベクトル)。 この写像に対して、 うまくふるまう球
多項式の系列はないかというのが気になった。 そこで、 たとえば次数
$a_{1}+\cdots+a_{n}$ がより小さいところでは、何らかの意味で multi-index に
うまく関連付けられた基底が決まっているとしよう。 (空間 $\mathcal{P}_{a}(d)$ はも
ちろん $a$ (と d) で決まっているが、 一方で multi-index $\nu$ で $\nu 1=a$
なるものというのは、 当面は次元をカウントするための便宜的な概念
に過ぎず、「これに対応する基底」 というのは、 まだ定義されていない
が、 $a$ が小さいところでは、 なんらかの几の定義がすでに与えられて
いるとする。)。 このとき、 $P\in \mathcal{P}_{a}(d)$ ですべての $i,$ $i(1\leq i, j\leq n)$ に
ついて $D_{ij}P$ が $\nu-e_{ij}$ に対応する、 すでに定義された基底 $P_{\nu-e_{ij}}$ に
なっているという条件を考える。 このような球多項式の系列はあるか？
ただし $\nu-e_{ij}$ にマイナスの成分が出てきたら $(つまり \nu の (i, j)$ 成分
がゼロなら) $P_{\nu-e_{ij}}=0$ としておく。
実は、 このような基底が存在するのである。定数をきちんと決める
必要があるので、 次数がゼロの時に、 定数関数 1をこの基底の一部と
仮定しておくと、 定数を込めて、 各multi-index $\nu\in \mathcal{N}_{0}(a)$ に対する
このような球多項式が、 全部一意的に決まる。 これを $P_{\nu}^{D}$ と書いて、
descending basis と呼ぶことにする。条件が複雑なので、 このようなも
のが存在するという存在定理の証明は全然易しくはなく、 かなり複雑
な議論を必要とする。 しかし、 そればかりではなく、 このような基底
(の定数倍) の母級数が実際に構成できる。(monomial basis の母級数
は、 一般には全く分かっていない。) これらは、 複雑すぎて第一章の一
般論に含めることはできなかったので、第 2章に証明を書いてある。
さて、実はもっと面白いことには、 この一見出自の異なる $P_{\nu}^{D}$ と $P_{\mu}^{M}$
は、 前に定義した内積に関して、双対基底であることがわかるのであ
る。 言い換えると、任意の multi-indices $\nu,$ $\mu$ に対して
$(P_{\nu}^{M}, P_{\mu}^{D})=\delta_{\nu\mu}.$
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ここに至って、 これらの 2種類の基底は、 実はどちらも十分標準的な
「正しい基底」なのだということを確信するに至った。 これらの基底の
多数の実例は、 プレプリントの付録にあるので、 ここでは説明しない。




なら、 最初から $P_{v}^{D}(T)$ を $P_{\nu}^{M}(T)$ の双対基底と定義してしまえば、 定
義に苦労しないではないかと思われるかもしれないが、 その場合は内
積がいつ (どの $d$ に対して) 非退化かを事前に知っておかなければな
らず、 これは全然自明ではない。話は実は逆で descending basis の構
成的な証明の後に、初めて内積がいつ非退化かを知ることが出来るの
である。 そしてこの構成自身が $P_{\nu}^{D}$ の普遍母関数という副産物を生み
出す元となった。)
第 1章の最後では、 $d$ がたとえ正の整数でも $n$ と比べて小さい時に
は、 $\mathcal{P}_{a}(d)$ と「もともとの $\mathbb{R}^{d}$ 上の調和多項式の積で $O(d)$ 不変なもの
の空間」 は一般に等しくないので、 そのずれがどのように生ずるかに
ついて、 いくつかの結果を述べている。
5. 明示的構成。 特に $n=3$
第 2章はより明示的な構成について述べてある。 さて、 前に述べた
ように $n=3$ ならば、 $\mathcal{P}_{a}(d)$ は 1次元か $0$ 次元であるから、 前節で述
べた 2種類の基底は定数倍を除いては一致する。 よって、 ある意味で、
より canonical な基底があるとも思える。 この場合には、 かなり具体的
な理論が可能になる。 この場合 $a_{i}=\nu_{j}+\nu_{k}(\{i, j, k\}=\{1,2,3\})$ とい
う条件から、次数 $a$ を与えることとmulti-index $\nu=(\nu_{1}, \nu_{2}, v_{3})$ を与え
ることは同値である。 (前の記号でいえば、 $v_{23}=v_{1},$ $v_{13}=\nu_{2},$ $\nu_{12}=\nu_{3}$








とする 。 このとき、 $d\not\in\{2,$ $0,$ $-2,$ $-4$ , . . . , $\}$ について、
$\sum_{v}P_{\nu}(T)X^{\nu}=\frac{R(T,X)^{-s}}{\sqrt{\triangle_{0}(T,X)^{2}-4d(T)X_{1}X_{2}X_{3}}}$
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で乃 (T) を定めると、 $P_{\nu}(T)$ は $\mathcal{P}$a(d) の基底である。ただし $a_{1}=\nu_{2}+\nu_{3}$
$(a_{2}, a_{3} もその置換)$ 、 $s=(d-4)/2,$ $X^{\nu}=X_{1}^{\nu_{1}}X_{2}^{\nu_{2}}X_{3^{3}}^{\nu}$ としている $\circ$ な
お、 ここで $t_{i3}=0(i=1,2,3)$ と置くと (あるいは $X_{2}=X_{3}=0$ とお
くと)、 この母関数は普通の Gegenbauer 多項式の母関数になる。 その
意味で、 古典的な場合の自然な拡張になっている。
(2) $P_{\nu}(T)$ を $t_{ii}=1$ に制限したものは、対角成分が 1の 3次正定値
実対称行列上の直交多項式系を与える。 また、 内積 $(P_{\nu}, P_{\nu})$ の公式が
明示的に書き下せる。前に定義した 2種類の基底との比例定数も明示的
に書ける。逆に言うと、 この母関数に現れる乃 (T)はmonomial basis
でも descending basis でもない。
(3) $P_{\nu}(T)$ の間の 5種類の recursion formula がある。 このうちで実
用上もっとも綺麗なのは、 古典的なルジャンドル多項式などの漸化式
と似たものである。
(4) $P_{\nu}(T)$ の比較的簡明な多項式の係数の公式が得られる。 これは単
に母関数を展開して得られる公式よりは、ずっと簡単なものであるが、
ここでの組合せ論は、 かなり複雑で non-trivial である。
(5) $n=3$ では $T$ の変数のほかに、 angular coordinate などほかの変
数の取り方の候補もあり、 $\det(T)$ が分解する等の面白い性質もある。
以上をまとめれば、 $n=3$ の時には、球多項式は、 かなりの部分、手
に取るようにわかるようになったと言ってもよいであろう。
6. $n\geq 4$、 DESCENDING BASIS の存在
$n\geq 4$ の場合について、最初は我々は次のように考えていた。 $n=3$
ならば $\mathcal{P}_{a}(d)$ はせいぜい 1次元なのだから、 この場合は、 理論はいろ
いろな意味で非常に canonicalだ。 もしかするとこの場合に限り非常




$n$ 一般の理論というものに、 どうも確信がなかったのである。 しかし、
論文を書く前にもう少し続けてみようかと、 いろいろmonomialとか











ている $n=2$ , 3の母関数をよく見ると、つぎのようなことに気が付く。
今、 $n$ 次のダミー変数行列 $X=(x_{ij})$ (ただし対角成分はすべて $x_{ii}=0$
とし、 対称行列とする) および $n$ 次対称行列 $T=(t_{ij})$ を考える。 ま
た、 行列の積 $TX$ を考えて、 これの固有値の $i$ 次基本対称式 $\sigma_{i}$ を考





である。 よって実は $n=2$ の古典的な Gegenbauer 多項式 (の斉次形)
の母関数は、 ここで $x_{13}=x_{23}=0$ とするとき、 $x_{12}$ をダミー変数と
して
$\frac{1}{(1-\sigma_{1}/2)^{2}-\sigma_{2})^{(d-2)/2}}$
また $n=3$ の時に新しく得た母関数は、 $x_{12},$ $x_{23},$ $x_{13}$ をダミー変数と
して
$\frac{1}{\sqrt{\triangle_{0}^{2}-8\sigma_{3}}}(\frac{\triangle_{0}+\sqrt{\triangle_{0}^{2}-8\sigma_{3}}}{2})^{-(d-4)/2}$
ただし、 $\triangle_{0}=(1-\sigma_{1}/2)^{2}-\sigma_{2}$ と書けるのである。 (ここで、 前に与え
た母関数は $x_{12}=X_{3}$ などと置き換えれば得られる。) ということは、
一般の $n$ でも $\sigma_{i}(i=1,\ldots,n)$ の多項式を考える意味があるのではな
いかという事になる。 そして、 結論から言えば、 これが大きな理論の
飛躍をもたらした。





であった。 まず多項式環 $\mathbb{C}[\sigma_{1}, . . . , \sigma_{n}]$ は $D_{ij}$ の作用で不変ではない。
しかし、 その作用の像は、 この多項式環上のわりと簡単な加群に属して
いることがわかる。 その結果は実に簡明で、任意の $F\in \mathbb{C}[\sigma_{1}, . . . , \sigma_{n}]$
と $(i,j)(1\leq i,j\leq n)$ に対して、
$D_{ij}(F)= \sum_{p=1}^{n}\partial_{ij}(\sigma_{p})\mathcal{L}_{p}(F)$
となる。 ただし、 ここで $\mathcal{L}_{p}$ は $\sigma_{1},\ldots,\sigma_{n}$ に関する、 2階の線形偏微分
作用素で、 これは $(i,j)$ にはよらず、各 $P$ のみによって決まり、非常に
具体的に公式が書ける作用素になる。つまり $D_{ij}$ の像は、 $\mathbb{C}[\sigma_{1}, . . . , \sigma_{n}]$
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上 $\partial_{ij}(\sigma_{p})$ で張られる加群に属しているのである。 さて、 すぐわかるよ
うに
$\sigma_{1}=2\sum_{1\leq i<j\leq n}t_{ij}x_{ij}$
であるから、 $\partial_{ii}(\sigma_{1})=0$ である。 しかし、 $p\geq 2$ ならば $\partial_{ii}(\sigma_{p})\neq 0$ で
あり、 これらが独立だと信じれば、 $D_{ii}(F)=0$ なる条件から $\mathcal{L}_{p}F=0$
for $p\geq 2$ となる。 これを $D_{ij}(F)(i\neq j)$ に適用すると、
$D_{ij}(F)=\partial_{ij}(\sigma_{1})\mathcal{L}_{1}(F)=2x_{ij}\mathcal{L}_{1}(F)$ .
以上は単なる計算結果であるが、 これの意味するところは、すこぶる面
白い。 まず、 $D_{ii}(F)=0$ という調和多項式の条件が $\mathcal{L}_{p}(F)=0(p\geq 2)$
という条件に置き換えられている。 ここで条件に $p=1$ は含んでいな
いところがみそである。 ちなみに調和性の条件というのは、 $F$ はそも
そも $T$ と $X$ の多項式であり、 $D_{ij}$ は $T$ に関する微分作用素であっ
て、 $X$ とは何の関係もないから、 $D_{ii}(F)=0$ というのは、 各ダミー
変数 $x_{ij}$ の単項式の係数がすべて調和多項式という意味である。次に
$F$ の $X^{\nu}= \prod_{i<j}x_{ij}^{\nu_{ij}}$ の係数が $D_{ij}$ により、 定数倍を除き $\mathcal{L}_{1}(F)$ の
$X^{\nu-e_{ij}}=x_{ij}^{\nu_{ij}-1} \prod_{k<l,(k,l)\neq(i,j)}X_{kl}^{\nu_{kl}}$ の係数に写っている。 これらは、 何
か descending basis が一斉にうまく与えられるのではないかという期
待を抱かせるのに十分な結果である。実際には、 次のようになる。 今
$\sigma_{p}$ を $p$ 次として、 $C[\sigma_{1}, . . . , \sigma_{n}]$ の graded ring と思うことにし、砿で
$k$ 次の部分ベクトル空間を表す。 また、 $Ker(\mathcal{L}_{p})$ で $\mathbb{C}[\sigma_{1}, . . . , \sigma_{n}]$ の元
で $\mathcal{L}_{p}$ で消えるもの全体を表し、 $W= \bigcap_{p=2}^{n}Ker(\mathcal{L}_{p})$ をおく。すると $\mathcal{L}_{p}$
どうしの交換関係などの公式を証明することにより、次が証明できる。
各 $k\geq 0$ に対して、 $W_{k}:=W$ 口琉は一次元である。 $G_{k}$ を $W_{k}$ の
ゼロでない元とすると $\mathcal{L}_{1}(G_{k})$ は $G_{k-1}$ のゼロでない定数倍である。 ま
た $G= \sum_{k=0}^{\infty}G_{k}$ とおき、 $\nu\in$ 人 $0= \bigcup_{a}\mathcal{N}_{0}(a)$ に対して几を $G=$
$\sum_{\nu}P_{\nu}X^{\nu}$ と定義すると、 $D_{ij}P_{\nu}$ は $P_{\nu-e_{ij}}$ のゼロでない定数倍である。
この定理は、 あきらかに descending basis の存在を主張するもので
ある。 証明はかなり複雑であるが、 そのひとつのポイントは、 交換子
$[\mathcal{L}_{p}.\mathcal{L}_{q}]$ の計算にある。
7. UNIVERSAL GENERATING FUNCTIONS
実は、 前節の考察は、 ある意味で $n$ に無関係な universal な母関数







となる。 つまり ( $d$ が非常に特殊な場合を除けば) 各 $g_{r}^{(2)}$ は $g_{0}^{(2)}$ か
ら一意的に決まる。 ここで $g_{0}^{(2)}(\sigma_{1})$ はどう決めればよいかというと、
$\mathcal{L}_{2}(G^{(2)})=0$ という条件には何の役割もはたしていないので、 どう決
めてもよいのである。 $(もちろん、 最終的な G^{(2)}(\sigma_{1}, \sigma_{2})$ の各単項式の
係数が消えない程度には一般的にとってもく必要はあるが。) ここで





数である。 さて、 $n$ が一般でも実は同様の考察を進めることができる
という点が非常に面白い。 たとえば、 次の $n=3$ では、 上で得られた
$G^{(2)}$ を $g_{0}^{(3)}(\sigma_{1}, \sigma_{2})$ として、
$G^{(3)}( \sigma 1, \sigma_{2}, \sigma_{3})=\sum_{r=0}^{\infty}g_{r}^{(3)}(\sigma_{1}, \sigma_{2})\frac{\sigma_{3}^{r}}{r!}$
に $\mathcal{L}_{3}(G^{(3)})=0$ という条件を課すと、 $g_{r}^{(3)}$ と $g_{r+1}^{(3)}$ の関係がわかつて、
すべては $g_{0}^{(3)}=G^{(2)}$ から、 ひいては $G^{(1)}$ の選択から、決まっているこ
とになるのである。 ちなみに前に述べた $G^{(1)}$ の標準的な選択に対して
このようにして得られた $G^{(3)}$ が、 前に解説した $n=3$ の母関数にぴっ
たり一致している。
$\mathcal{L}_{n}$ において、 $\sigma_{n}$ に関係するところと $\sigma_{i}(i<n)$ に関係するところ
を分けて書くというようなことを試みると、上のような漸化式が芋づ
る式に得られることになって、 一般の $n$ に関する (というよりも本当
は $n$ 自身 universal と思えるような) descending basis の一般的な母関
数がえらえる。 もはや紙数もつきようとしているので、詳しくは述べ
られないが、 作用素 $\mathcal{M}_{n}$ を
$\mathcal{M}_{n}=\sum_{0<a' b<n ,a+b\geq n}\sigma_{a+b-n}\partial_{a}\partial_{b}$
と定義する。 $\sigma_{n}$ をかける操作と $\mathcal{M}_{n}$ は可換であることに注意する。級
数 $\mathbb{J}(x)$ (ベッセル関数) を
$\mathbb{J}(x)=\sum_{r=0}^{\infty}\frac{x^{r}}{r!(v+1)_{r}},$
ただし $(\nu+1)_{r}=(v+1)(\nu+2)\cdots(v+r)$ と定義するとき
$G^{(n)}( \sigma_{1}, \ldots, \sigma_{n})=\mathbb{J}\frac{d-n-1}{2}(\sigma_{n}\mathcal{M}_{n})\mathbb{J}_{\frac{d-n}{2}}(\sigma_{n-1}\mathcal{M}_{n-1})\cdots \mathbb{J}_{\frac{d-3}{2}}(\sigma_{2}\mathcal{M}_{2})(G^{(1)}(\sigma_{1}))$
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言い換えてもよい。 たとえば $n=2$ のときでも、 $d$ が一般の複素数な
らば複素べき $(1-2t_{12}X+t_{11}t_{22}X^{2})^{(d-2)/2}$ は代数関数とは言えない。
だから、 $n=2$ , 3の場合は代数的というのは正確に言えば正しくはな
い。 しかし代数関数であることを要請すれば、 そのような場合には綺
麗に書けるのだろうとは思える。
最初は $n\geq 4$ ならば、 我々の標準母級数は、 どれも代数的ではない
のかと思っていた。 ところが、 $n=4$ の時には次の事実が判明した。
(1) $d=4$ ならば、標準母級数自身が代数的である。母関数は、 比較
的綺麗に書きくだせる。 (詳しくは論文参照。)
(2) $d\geq 6$ が偶数とすると、標準母関数自身は代数関数ではないが、各
multi-index に対応する基底の適当な (multi-index による) 定数倍に取
り直すと、代数的な母関数が得られる。これらはすべて、 $\mathbb{C}[\sigma_{1}, \sigma_{2}, \sigma_{3}, \sigma_{4}]$
上の共通の 4次体に属する。
(3) これ以外の場合はよくわからない。たとえば $d=5$ だと代数的な
母関数はないかもしれないと思われる。
証明は非常にややこしいが、実験とその理論への反映などが交差し




である。 しかし $n=3$ の場合には、 triple $L$ function の特殊値などへ
の非常にはっきりした応用がある ([2], [7], [1])。 $n>3$ の時には、何
らかの保型形式的な応用があるのかどうか、 はっきりしていないし、
pullback formula などはあまりうまくいかないというのが定説かもし














している。 第 2部は Higher Spherical Functions という題名で、 radial
part の微分方程式系に関する非多項式解の研究をすることになってい
る。 $n=3$ だと、 $\mathcal{P}_{a}(d)$ を定義する方程式系の非斉次版は holonomic of
rank 8になり、 いわば第 2種ルジャンドル関数などのような理論があ
るはずである。非多項式解について、すでにわかっていることがいくつ
もある。 しかし $n$ を一般にすると、 定義方程式系だけだと holonomic
にならないと思うので、何を考えるのが標準的か、少しはっきりしない
点があるが、 いくつか候補はある。今後どの程度、 このような理論の
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